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Clasa a X-a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Se impun conditiile: 2-x+1e N, 2-x+1>22,11-4-xe N,11-4-x>2,6- x-1e N,

6-x—1=2. Rezultdca xe [% ,%} , impreuna cu conditia suplimentard 2-x=ne N.

Deci xe {E’LE’ 2}, din care convine x = % Asadar x :% este solutie unica.

b) Relatia de demonstrat este echivalentd cu log, 4 >log,,, Avk
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1

>
log.a log, (B+k)

Dar log, x >log,,, x, x>1, deoarece & log a<log, (B+k) ©a<B+k,

relatie adevaratd din ipoteza.

Asadar, pentru x = % >1, rezultd ca log, % >log,,, %, si, tindnd cont de faptul ca % >1s1 k>0,

.. . A
rezulta imediat ca — >

>1, deci log,,, 4 >log,., Atk , de unde, din tranzitivitate, rezulta
k B B+k
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Problema 2.

k-AC+AB
k+1

(k+1)" AM* =K*AC* + AB* +2kAC-AB=k’b" +¢* +k(b* +* —a*) = (k> + k)b +(1+ k) * —ka’.

Solutie. a) Notdim k=% ,k>0. Avem AM = = (k+1)-AM =k-AC + AB, de unde

Obtinem astfel : (k+1)" AM> = (k2 + k)b2 +(1+k)c* —ka® si analog, incd doud relatii
(k+1)"BN? = (k> +k)c* +(1+k)a’ —kb?
(k+1) CP* =(K* +k)a” +(1+k)b> —ke’.

Scazand relatiile doud cate doua si folosind ipoteza rezulta

(K +k) (0> =)+ (1+k)(c*=a*)+k (> -a’) =0,

(k> +k)(c>—a*)+(1+k)(a® =b*)+k(c* —b*) =0, respectiv

(k> +k) (0> —a’)+(1+k)(c* =b*)+k(c* —a’) =0.

Deoarece avem simetrie putem presupune cd a <b<c. Atunci b*—a’ >0, ¢’ -b* 20, c* -a* =0



si din a treia relatie vom avea b*—a*=c*-b*=c*—a’> =0, de unde rezulti a =b=c , asadar
triunghiul A ABC este echilateral.
b) Relatia din enunt este echivalentd cu

|AB+KkAC —(1+k) CB| = BC + kBA~(1+k) AC| =|CA+kCB~(1+k) BA

, echivalent cu

‘XE+kX5 +k§6‘ = ‘ﬂ+kiﬁ+ka‘ = ‘65+k6§+kﬁ79‘ , de unde, prin ridicare la patrat, avem
(14k) 0* +K%a* +k(1+k) (0> +a* =c*) = (1+k)" S +k°D* +k (1+k)(c* +b* —a’) =

=(1+k) a® + K> +k(1+ k)(a®+c*—b"). La fel ca la punctul precedent se obtin relatiile:

(2k% +3k +1)(b* =)+ (2k> +k)(a’ =% )+ (k> +k)(a* = ¢*) =0 ,

(26> +3k +1)(c* —a’ ) +(2k> + k) (6° =)+ (k> + k) (b* - a*) =0 ,

(26> +3k +1)(a’ =07 ) +(2k> +k ) (> —a* ) + (K> + k) (c* =b7) =0 .

Datorita simetriei putem considera a <b<c. Atunci b’ —c> <0, a*-b> <0, a’ —c* <0 si din prima

relatie rezulta ca b —c*=a*-b*=a*-c*=0,deunde rezulti a=b=c , asadar triunghiul A ABC este
echilateral.

Problema 3
Solutie. a) Pentru n=2egalitatea de demonstrat este (a4, —a,)’ =2- (al2 +a; ) —(a,+a,)’, adevarata.

Presupunem inductiv egalitatea adevarata pentru n$i demonstram ca este adevarata pentru n+1, adica

n+l

n+ 2
> (aj —al.)2 = (n+1)-zl:a,f —(Zakj . Avem succesiv
k=1 k=1

1<i<j<n+l
2 2 2 2 5 )
Z (aj_ai) = Z (aj_ai) +(an+1_al) +(an+1_a2) +"'+(an+l_an) =n-a,,+
1<i<j<n+l 1<i<j<n
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+(a12+a22+...+a§)+n‘2a,f—(2akJ ~2-a,,(a,+a,+..+a,)=(n+1)-Y a; —a’, -
k=1

k=1 k=1

n n 2 n+l n+l 2
2-a,,- Y a, - {Z a, j =(n+1)-Y a; - (z a, j , deci si pentru n+1 relatia este adevarata.
k=1 k=1 k=1 k=1

b) Putem considera a, <a, <...<a, . Fie m= min (a = ), m =0, datoritd presupunerii facute.

I<i<j<n

Pentru j>i,avem a,—a,=(a,—a, )+(a,, —a,,)+..+(a, —a)=(j—i)-m, deci

(aj —al.)2 >m?-(i—j)’. Deci > (aj —al.)2 >m* Y] (j—i)’, si utilizand punctul a), obtinem

I<i<j<n I<i< j<n
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n.;ak—(;akJ =m {;k —(;k] :l,deunde, tinand cont ca Zak =1, rezultd ci
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n -l de unde rezulti ca m* S#.
n(n —1)

Asadar, n> m*-n*-



